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1. Erklére die Begriffe
(a) parallelgleiche Pfeile
(b) Vektor
(d

(e

)
)

(¢) Reprisentant eines Vektors
) Gegenvektor eines Vektors
)

Welcher geometrische Zusammenhang besteht
zwischen dem Vektor @ und dem Vektor r - @
(reR)?

Losung

(a) Zwei Pfeile heifien parallelgleich, wenn sie gleiche Lénge und
gleiche Richtung besitzen.

(b) Ein Vektor ist die Menge aller parallelgleicher Pfeile;

(¢) Ein einzelner Pfeil eines Vektors heifit auch
Représentant des Vektors.

(d) Zup= F@ heiflt der Vektor —p := Q? Gegenvektor von p.
Seine Pfeile haben die gleiche Liange wie die von p, aber die
entgegengesetzte Richtung.

(e) Die beiden Vektoren sind kollinear, d.h. der Vektor r - a@
(r € R) ist |r|]-mal so lang wie der Vektor a.

Fiir { r>0 }hat er die { gleiche

r <0 entgegengesetzte }Rlchtung

2. Wie werden zwei Vektoren p und ¢ des R? geo-
metrisch addiert bzw. subtrahiert (jeweils zwei
Mboglichkeiten angeben)?

Losung Addition p'+ ¢

e Vektorkette von p'und ¢ bilden, p+¢ geht dann vom Anfang
von p bis zur Spitze von ¢.

e Besitzen p'und ¢ den gleichen Anfangspunkt A ; dann bildet
P+ ¢ die von A ausgehende Diagonale des von p und ¢
aufgespannten Parallelogramms.

Subtraktion p'— ¢

e Addition des Gegenvek- q
tors von ¢ zu p, also p'—
7=p+(-q)

e Besitzen p und ¢ den i
gleichen Anfangspunkt
A , dann bildet p— ¢ die -
Diagonale des von p'und
q aufgespannten Paral-
lelogramms, die von der
Spitze von ¢ ausgeht.

Y

3. Wie lauten die Rechenregeln fiir Vektoren in Ko-
ordinatendarstellung? Wie kann man in Koordi-
natendarstellung erkennen, ob zwei Vektoren kol-
linear sind?

Losung

e Vektoren werden koordinatenweise addiert bzw. subtrahiert

ai by a; by
ag | £ | b2 | = | a2 £bs
as b3 a3 £ b3

e S-Multiplikation:

ai ray
r-a=r-|as | =|[ras (r e R)
as ras

e Zwei Vektoren sind kollinear, wenn sie sich um einen kon-
stanten Faktor unterscheiden. Z.B. sind

—12 —4 B 8 —4
a = 21 =37 und b = (—-14 ] = -2 7
9 3 —6 3

kollinear.




4. Wie kann man an den Koordinaten eines
(a) Punktes
(b) Vektors

des R? erkennen, ob er eine besondere Lage im
Koordinatensystem habt?

Losung
(a) Liegt ein Punkt desR3 auf der
(b) Verlduft ein Vektor des R? parallel zur

xr1x2 3
e | 2123 |-Ebene, dann ist seine | 2 | Koordinate gleich 0
o3 1

und umgekehrt.

x1 2u. 3
e | z2 |-Achse, dann ist seine | 1 u. 3 | Koordinate gleich 0.
x3 1u 2

5(a) Wie bestimmt man die Lénge eines Vektors?
Beispiel!

(b) Was ist ein FEinheitsvektor, wie wird er
(iiblicherweise) bezeichnet und wie bestimmt
man zu einem vorgegebenen Vektor den dazu-
gehorigen Einheitsvektor? Beispiel!

(c) Wie bestimmt man den Abstand zweier Punk-
te? Beispiel!

(d) Wie lautet die Gleichung einer Kugel mit dem
Mittelpunkt A und dem Radius r? Beispiel!

Losung

al
(a) Firad= (ag) gilt |@| = y/a? + a3 + a3.

as

(b) Vektoren der Liénge 1 heilen Einheitsvektoren. Dividiert

ay
man einen Vektor @ = ((lz) # 0 durch seine Linge, erhilt
a3

man den zugehérigen (normierten) Einheitsvektor 0. 7.B.

2 —2
lautet der zu ( 2 ) gehorige Einheitsvektor % ( 2 )
1 1

(c) d(A|B) = |AB|.

@ |X - A|l=r
6(a) Was versteht man unter dem Skalarprodukt Losung
zweier Vektoren? Beispiel! “ b
(a) @ o _b) = a; o b; = a1b1 + a2b2 + azbs
(b) Wie bestimmt man mit Hilfe des Skalarproduk- as bs

tes die Lénge eines Vektors? Beispiel!

(c) Wie stellt man fest, ob zwei Vektoren senkrecht
zueinander stehen? Beispiel!

(d) Wie bestimmt man den Winkel zwischen zwei
Vektoren? Beispiel!

- iob
cos(£(@[B)) = —=2.
|al - [b]
1 3
zB.:a=|2|,7=1|o0
2 4
TR




7(a) Was versteht man unter dem Vektorprodukt
zweier Vektoren? Beispiel!

(b) Welche geometrischen Eigenschaften besitzt
das Vektorprodukt zweier Vektoren?

Losung

(a) Zu zwei Vektoren @ und b heiBt das Produkt

R a1 by azbs — azba
axb= a X bg = a3b1 — a1b3
as bs a1bas — asby

Vektorprodukt oder Kreuzprodukt von @ und b.

(b) ® Der Vektor i = @ x b
gteht senkrecht au_ﬁ a und

b, sofern @ und b nicht |7 _
(anti-)parallel sind. o b
e |@ x b| = absin <(alb) hﬁ a

e Fiir den Flicheninhalt F des von @ und b aufgespannten

Parallellgramms - F=|axb
Dreiecks & F= %|c’£ x B

8(a) Wie lauten die Sitze aus der Satzgruppe des
Pythagoras?

(b) Wie lautet der Satz des Thales?

Losung

(a) In einem rechtwinkligen Dreieck mit der Hypothenuse ¢ und
den Katheten a und b und den darunterliegenden Hypo-
thenusenabschnitten g und p gilt

o a? +b? = c? (Satz des Pythagoras)

e h? = pq (Hohensatz)

2

e a? = cq und b? = cp (Kathetensitze).

(b) Ein Dreieck ABC ist genau dann rechtwinklig im Punkt C,
wenn C auf dem Kreis (Thaleskreis
genannt) liegt, der die
Strecke [AB] als
Durchmesser hat.

9(a) Nenne zwei dquivalente Aussagen dafiir, dass
zwei Vektoren i, ' des R3 linear abhiingig sind.

(b) Nenne drei dquivalente Aussagen dafiir, dass
drei Vektoren i, ¢ und 17 des R? linear abhingig
sind.

(c) Wie stellt man fest, ob vier Punkte des R?® in
einer Ebene liegen?

Losung
Die Vektoren # und ¥ sind kollinear.

e Ein Vektor ist ein Vielfaches des anderen, also @ = A¥U
oder U = Adl.

Die Vektoren i, ¥ und @ sind komplanar.
e Die Vektoren i, ¥ und 1 liegen in einer Ebene.
e Det(d,v,w) = 0.

(c) Vier Punkte A, B, C und D des R3 liegen genau dann in
einer Ebene, wenn

Det(@;ﬁ; zﬁ) =0.




10(a) Durch welche Bestimmungsstiicke ist eine Ge-
rade eindeutig festgelegt? Wie lauten die dazu-
gehorigen Parameterformen?

(b) Gib zu einer Geradengleichung in Parameter-
form weitere Parameterformen der selben Ge-
rade an.

Losung
(a) Zwei Méglichkeiten fiir die Bestimmungsstiicke:

e Aufpunkt A und Richtungsvektor 7
g: X=A4+ XN (A€ER)

e zwei Punkte A und, B:
g: X =A+)A (A €eR)

1 —2
(b) ZB.g: X = |2 +,\(0)
3 6
1 1
g: X =2 +>\(0)
3 -3
0 1
g:?: 2 +)\<0)
6 3

11. Wie bestimmt man die Lagebeziehung von zwei

Geraden?
g: X = G+ X @und
h: X = H4+MNT
Beispiel!

Losung
g, h identisch

a, Gﬁ kollinear

nein’
g, h parallel

i, U kollinear

Schnitt
det(@|7|GH) =0 ja et

oder
GS hat genau

eine Losung

nein)

nein’
g, h windschief

Beispiel: ...

12. Wie kann man priifen, ob eine Punkt auf einer
Gerade oder Ebene liegt? Beispiele!

Losung Man setzt den Punkt in die Gerade bzw. Ebene ein.
Ist die Ebene in Normalform gegeben, muss eine wahre Aus-
sage entstehen, ist die Gerade oder Ebene in Parameterform
gegeben, muss das entstehende Gleichungssystem genau eine
Losung besitzen.

Beispiele: . ..




13. Wie kann man die Lagebeziehung zwischen einer
Ebene E und einer Geraden g bestimmen? Wie
bestimmt man ggf. den Schnittpunkt?

Losung Die Ebene sollte in Normalform vorliegen. Man
setzt den allgemeinen Geradenpunkt in die Normalform
der Ebene ein und 16st die Gleichung nach dem Pa-
rameter (normalerweise \) der Gerade auf. Falls ei-
e { unerfiillbare Aussage (z.B. 3 =0)

allgemein giiltige Aussage (z.B. 0 = 0) }entsteht7 ist

{ EEH Eg: } Falls eine eindeutige Losung fiir A\ existiert, setzt

man diesen Wert in die Geradengleichung ein und erhilt den
Ortsvektor des Schnittpunktes.

1 —1
7ZB.:g:X=[0]+x[ 2|, E:z—3y+2:-17=0
3 1

gin B: (1—X) =32\ +2B+A\) —17=0 = A = —2
1 -1 3

ing:?: 0] +(=2)-({ 2 ])=|(—-4
3 1 1

somitS(3|—4]1).

14. Durch welche Bestimmungsstiicke ist eine Ebe-
ne eindeutig festgelegt? Wie lauten die dazu-
gehorigen Parameterformen?

Losung Fiinf Moglichkeiten(\, o € R):
e Aufpunkt A und zwei nicht kollineare Richtungsvektoren 4
und v . .
E:X=A+)\d+ o7
e drei Punkte A, B und C die eine Dreieck bilden:
E:X=A4+ ) AB+oA
e Eine Gerade g : X = A+ A\ und eine Punkt B auBerhalb
von g:
E:X=A+x i+ Uzﬁ
e Zwei sich schneidende Ggradeg
g: X=A+Aiund h: X = B+ At
E:X=A+ i+ o7
e Zwei parallele Geraden -
g: X=A4+Xiund h: X = B+ A\t
E:X=A+X i+ O'A_B>

15. Was versteht man unter der vektoriellen Normal-
form einer Ebene E, wozu kann man sie verwen-
den und wie verwandelt man sie in die skalare
Normalform (= Koordinatenform)? Beispiel!

Losung Ist die Gleichung einer Ebene gesucht, die durch
einen Punkt A (z.B. A(1|—2]3)) geht und senkrecht auf
-2
dem Vektor 7 (z.B. =0 ) steht, verwendet man die
3

vektorielle Normalform der Ebene.

E: Ro[X—A]=0

Durch Ausmultiplizieren erhilt man die Koordinatenform von
E.
7.B.

-2 x 1
E: 0 ]o yl —1[-2 =0
3 z 3
somit

E: 2x+432—-7=0




16(a) Wie bestimmt man die Gleichung einer Ebene
E in Normalform, wenn drei Punkte der Ebene
gegeben sind? Beispiel!

(b) Wie verwandelt man eine Ebenendarstellung
von Parameterform in Normalform und umge-
kehrt? Beispiele!

Losung
(a) Man stellt die vektorielle Normalform mit
T = AB x AC auf.
Beispiel: ...
(b) NF E: az +by+cz+d=0,
PFE: X=A+ X+ o7
e PF — NF
W =W x ¥, dann wie bei (a) Beispiel: ...

¢ NF — PF
Man sucht drei Punkte die ein Dreieck bilden und stellt
damit die PF auf.

Beispiel: ...

17. Wie kann man die Lagebeziehung zwischen zwei
Ebenen E und F (E in Parameter-, F in Normal-
form) bestimmen? Wie bestimmt man ggf. die
Schnittgerade?

Losung Lagebeziehung analog zur Lagebeziehung zwischen
einer Geraden und einer Ebene bestimmen. Falls ein eindeuti-
ger Zusammenhang zwischen den Parametern existiert, ersetzt
man den einen Parameter von F durch den anderen und erhilt
durch Termvereinfachung die Gleichung der Schnittgeraden.

1 1 1
zB.:E:X=(0]|+x[ 2 ]+c]0
0 1 7

F:ax—-3y+22—16=0

EinF:(1-XA+0)—32\)+2(A+70)—16=0 = A =30-3

1 -1 1
mE:X={0|+Bo-3)-|2|+0]0
0 1 7
4 -1
somit s : 7 =|-6]+0c| 3
-3 5
18(a) Wie bestimmt man den Schnittwinkel zwischen Losung
zwei Geraden g und h? (a) oo = @ o @
(b) Wie bestimmt man den Schnittwinkel zwischen [ug] - [zl
|ag o B

einer Gerade g und einer Ebene E?

(c) Wie bestimmt man den Schnittwinkel zwischen
zwei Ebenen E und F'?

(b) sina= —w——- ...
|ag| - |nE|

—  —
(¢) cosa= 7|REOHF|
Ing| - a7




19(a) Erkldre an einem Beispiel, wie man aus der
Normalform einer Ebene die Hesse-Normalform
bekommt.

(b) Wie kann man feststellen, ob eine Punkt P
im negativen oder im positiven Halbraum ei-
ner Ebene (die nicht durch den Ursprung geht)
liegt?

(c) Wie bestimmt man den Abstand eines Punktes
von einer Ebene? Beispiel!

Losung

(a)

Man dividiert die Normalform der Ebene durch +| 7| bzw.
—|7| wenn die Konstante von E negativ bzw. positiv ist.
zB.NF E: 2z —2y+ 2427 =0;

2
H=(-2]|=7=3d=27>0.
Somit: HNF E : —%x—i— %y— %2—9:0
Man setzt die Koordinaten von P in die linke Seite der HNF
ein. Ist der Wert kleiner bzw. grofler Null, liegt P im ne-
gativen bzw. positiven Halbraum. (Der negative Halbraum
einer Ebene ist also der Raum, der den Ursprung enthilt.)

Man setzt die Koordinaten von P in die linke Seite der
HNF ein. Der Betrag des Wertes ist gleich d( P | E). z.B.
P(6]|9]—-15):
dP|E)=[-2-64+2-9+2-15-9/=[—-2[=2(P
liegt auf der Ursprungsseite)

20. Wie bestimmt man den Abstand

(a) zweier paralleler Ebenen E und F?

(b) einer Ebene E zu einer dazu parallelen Gerade
g?

(c¢) zweier windschiefer Geraden g und h?
(d) eines Punktes P von einer Gerade g?

(e) zweier paralleler Geraden?

Losung

Man bestimmt den Abstand eines beliebigen Punktes von
F zu der Ebene E iiber die HNF von E.

Man bestimmt den Abstand eines beliebigen Punktes von
g (z.B. G) zu der Ebene E iiber die HNF von E.

Man konstruiert eine Hilfsebene E, die g enthilt und par-
allel zu h ist (also E: X = Ie] + Nag + o), bringt sie auf
HNF und bestimmt den Abstand eines beliebigen Punktes
von h (z.B. H) zu E durch Einsetzen dieses Punktes in die
HNF von E.

Man konstruiert eine Hilfsebene E die P enthilt und senk-
recht zu g ist (also E: g o [? — ?} = 0), und bestimmt den
Schnittpunkt S von g und E. Fiir den gesuchten Abstand
gilt dann d(P|g)=d(P|S).

Man bestimmt den Abstand eines beliebigen Punktes der
einen Gerade zu der anderen Gerade.




