GYMNASIUM MIT SCHULERHEIM PEGNITZ

math.-technolog. u. sprachl. Gymnasium

Grundwissen JS 9

Die reellen Zahlen

1.(a)

Wie ist \/a definiert?
Was ist Va2 ?

Nenne Beispiele fiir Zahlen, die keine Quadrat-
wurzel in Q besitzen.

Welche Zahlen umfasst die Menge R der reellen
Zahlen?
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Losung

(a)

—~ -
o o o
= 22

va mit a > 0 ist die nichtnegative Zahl, deren Quadrat a
ergibt.

Z.B. ist /6,25 = 2.5; denn 2,52 = 6.25.

Allgemein gilt \/52 =a

Va? = |al.
Z.B. 2 oder 1, 6.

R besteht aus der Menge Q der rationalen Zahlen (endliche
und enendliche periodische Dezimalbriiche) und der Menge
der irrationalen Zahlen (unendliche nichtperiodische Dezi-
malbriiche).

Wann diirfen Wurzeln addiert bzw. subtrahiert
werden?

Welcher Rechenfehler kann als ,,Mord des Py-
thagoras® bezeichnet werden?

Wie werden Wurzeln multipliziert bzw. divi-
diert?

Losung

(a)

(b)

Summen und Differenzen lassen sich nur bei gleichen Ra-
dikanden zusammenfassen.

Z.B. 4v/10+5v10 = 9v/10; V63+1/28 = 3v7—2V7 = V7.
Wer aus v/a + vb die v/a + b flux macht, der einfach so
Pythag’ras schlacht.
Z.B. V9 +V16 # /9 + 16

3 4 5
Fiir Differenzen gilt Entsprechendes.

Produkte und Quotienten/Briiche von Wurzeln diirfen un-
ter einer Wurzel zusammengefasst werden.

ZB.V2V3=VT3=V6 VI V3=V L2 =/2

Was versteht man unter ,,teilweise radizieren*?

Was versteht man unter ,,unter die Wurzel zie-
hen“?

Wie kann man einen Nenner rational machen,
wenn er eine Wurzel als Faktor enthalt?

Losung

(a)

Der Radikand wird (wenn méglich) so faktorisiert, dass ein
Faktor eine Quadratzahl ist. Diese Quadratzahl wird dann
radiziert.

7Z.B. V32 =+16-2 =4V2

Faktoren, die vor der Wurzel stehen, werden quadratisch
unter die Wurzel gezogen.

Z.B. 4/2 =16 -2 = /32
Der Bruch wird mit der Wurzel selbst erweitert.

8o 8B _8yE
2B E=vET s = V3




4.(a) Wie lauten die Binomischen Formeln?

(b) Wozu kann man die Binomischen Formeln ver-
wenden? Beispiele!

Losung

(a) Plusformel  (a +b)? = a2 + 2ab + b?
Minusformel  (a — b)? = a? — 2ab + b?
Plusminusformel  (a + b)(a — b) = a? — b2
(b) ¢ zum Ausmultiplizieren von Summen und Differenzen
(V5—3)2=5-2/154+3=8—-2V15
e zum Faktorisieren von Termen
922 + 20z + 25 = (32)%2 +2- (2z) - 5+ 52 = (3z + 5)?
e die Pusminusformel zum rationalmachen des Nenners,
wenn dieser eine Summe oder Differenz ist

1 V2-V3 _ V2-v3 _ _
V2-v3 T (V2-V3)(V2+v3) T -1 T V32




Quadratische Funktion und Gleichungen

5.(a) Was ist eine quadratische Gleichung?
(b) Wie lautet die allgemeine Losungungsformel?

(¢) Welche Sonderfélle lassen sich ohne Losungs-
formel 16sen?

Losung

(a) Fiir a # 0 heiBt eine Gleichung der Form az? + bz + ¢ = 0

quadratische Gleichung.

(b) z12 = —bEybe—dac V;f_mc wobei fiir die Anzahl der Lésungen

gilt:

Falls D =b?—4ac>0:
D=0b%—4ac=0:
D=b2—4ac<0:

zwei Losungen
eine Losung
keine Losung

(c) @ ¢ =0 (Nulltyp): Lésen durch faktorisieren
22 -8z =x(x —8) = x1 = 0,22 = 8.
e b =0 (reinquadratische Gleichung): direkt auflésen
22 -5=0=>a2?=5=x10=+V5
e Binomische Formel
22 -224+1=0=(z2-1)2=0=212=1

6.(a) Wie nennt man den Graphen einer quadrati-
schen Funktion z — az? + bx + ¢?

(b) Welchen Einfluss haben die Parameter auf den
Verlauf des Funktionsgrapen?

Losung

(a) Die Graphen heifien Parabeln; fiir a = 1 und b = ¢ =0
hei3t der Graph Normalparalbel.

(b) e — a>0 (a <0): Parabel nach oben (unten) gedffnet.

— Ja] > 1 (Ja| < 1): Parabel , diinner* (,dicker®) als
Normalparabel.

e Die Parabel zu y = az? + c¢ ist gegeniiber

der Normalparabel um ¢ in y-Richtung verschoben.

7. Wie bestimmt man bei einer quadratischen Funk-
tion y = ax? + bx + ¢ die Nullstellen, ihren Schei-
telpunkt, ihre Normal-, ihre Scheitelpunktsform,
ihre vollstéindige Faktorisierung? Beispiele.

Losung

e Nullstellen: bestimmt man mit der Mitternachtsformel (in
einfachen Fillen durch ausklammern oder mittels binomi-
scher Formel). Faktorisierung: y = a(x — z1)(x — x2) (falls
Nullstellen vorhanden)

e Scheitelpunkt: zs = ;—: in F-Gleichung einsetzen —-
ys = S(@s | ys)
Scheitelpunktsform: y = a(z — 25)? + ys

e Die Normalform erhilt man i. Allg. durch ausmultiplizie-
ren.




8. Beschreibe allgemein, wie man aus dem Graphen
einer quadratischen Funktion moglichst schnell
den dazugehorigen F-Term bestimmen kann und
umgekehrt. Beispiele.

Losung

e Graph — Gleichung:
Zuerst den Scheitelpunkt S(zs | ys) ablesen. Dann vom
Scheitelpunkt ausgehend um eine Einheit nach rechts wan-
dern, und die vorzeichenbehaftete Strecke in y-Richtung
bis zum néchsten Punkt auf dem Graphen ablesen. Dieser
Wert ist gleich a. Damit hat man die Scheitelpunktsform
y=a(x— 956)2 + Ys-

e Gleichung — Graph:
Scheitelpunkt bestimmen,
vom Scheitelpunkt ausge-
hend die markanten Punk-
te (£l]a), (£2]4a),
(£3]9a) eintragen. Ggf.
auch Achsenpunkte und
andere bekannte Punkte
eintragen.

9. Erklére an einem Beispiel, wie man ein lineares
Gleichungssytem mit 3 Gleichungen und 3 Unbe-
kannten 16st.

Losung Beispiel 11 2a—3b—4c = —22
II:. 5a+2b+4c = 11
III:  8a +2b— 3¢ —6

e Zuerst wird aus zwei Gleichungspaaren [z.B. (I) und (II)
sowie (I) und (III)] eine Unbekannte eliminiert.

II-1II:  —3a+T7c¢ = 17 (A)
2I143II:  19a+4c¢ = —11 (B)
e Man 16st das entstehende Gleichungssystem mit zwei Un-
bekannten.
4A-7TB: —145a = 145
a = -1

e Man bestimmt mit Hilfe der eben gefundenen Losung den
Wert der dritten Unbekannten und gibt die Losungsmenge
an.

a=-1in(A)=c=2
allessinI =b=14
L={(-11412)}

10. Erklére an einem Beispiel, wie man die Schnitt-
punkte von zwei Funktionsgraphen auf zwei ver-
schieden Arten bestimmen kann und welche
Nachteile diese Verfahren haben.

Losung z.B. g(x) = x und f(z) :X+2 o

e Graphisch kann man die Punk-
te ndherungsweise aus dem
Koordinatensystem  ablesen.
Nachteil: Ableseungenauigkei-
ten. i

e rechnerisch

— Funktionsterme gleichsetzen und x berechnen.
2 —p s r42=a? a1 =—1,22=2
— gefundene z in eine der beiden Funktionen einsetzen und
den dazugehérigen y-Wert berechnen.
=y =—1,y2 = 2.
Nachteil: rechenaufwendig und fehleranfillig




allgemeine Potenzen

11. Wie sind Potenzen mit ganzzahligen Exponenten | | Losung Sei n € N: Dann ist
definiert? Beispiele! e a¥ —1fiiracR
e al =afiraeR
e a"=qa-a-...-afira€Rundn>1
—_————
n Faktoren
e a "= ain fir a € R\ {0}
Beispiele:
o (—3)*=381
o —3*=-381
o (—1)>"tl = 1 firneN

e 273 =1

« ()77 =) -2

12.(a) Definiere {/a in Worten und in einer Glei-| | | Losung
chung. (a) Va= aw ist die nichtnegative Zahl, deren n-te Potenz a

Tt n/7\n — i3 +
(b) Definiere {/a™ in Worten und in einer Glei- ergibt; d-h. (¥/a)" = a Dabei ist a € Ry und n € N.
Chung, (b) Vam™ = a'n ist die nichtnegative Zahl, deren n-te Potenz
a™ ergibt; d.h. (Va™)" = o™ Dabei ist a € RBL, n €N
und m € Z.

Losung Fiir a,b € R\ {0} und m,n € Z oder a,b € Rt und
m,n € R gilt

mo.gn :am+n

13. Wie lauten die Potenzgesetze? Beispielaufgaben! | |

® a
e U =gq
e a™-b" = (a-b)"
- =9
° (a'm)n — a'm-n
2

64a_475b_3>_§ 25 4.4

—_— =...= —a’b
125b2 16

m—n

Beispiel: (




14.

(a) Was versteht man unter der Gleitkommadar-
stellung einer Zahl?

(b) Wozu ist sie gut?

(c) Gib folgende Lingen in der Einheit mm in

Losung
(a) Die Darstellungsform m - 10% mit 1 < |m| < 10 und z € Z
heiflit Gleitkommadarstellung der Zahl.

(b) Man kann damit Zahlen iibersichtlich und mit festgelegter
Genauigkeit (Stichwort: giiltige Ziffern) darstellen.
(c) e 4321nm =4321-10"?m =4,321-107%m =
=4,321-10"3 mm

GKD an: e 0,00123pm = 0,00123 - 102 m = 0,00123 - 10~ m =
1,23-10"%mm
e 4321 nm
e (0,00123 pm
Stochastik

15. Welche Gesetzméfligkeiten an Wahrscheinlich-
keitsbdumen gibt es? Beispiele!

Losung
e Die Summe der Wahrschein-

lichkeiten auf den Asten, die %
von einem Verzweigungspunkt (2,2,1) g
ausgehen, ist stets 1. T 5

e Die Wahrscheinlichkeit eines
Elementarereignisses ist gleich
dem Produkt der Wahrschein-
lichkeiten auf dem zugehérigen
Pfad (1. Pfadregel).

_2.1_ 1
ZB.Plgs)=§ 5= 15 (r,g.s)
e Die Wahrscheinlichkeit eines (3,2,1)
Ereignisses ist gleich der Sum-
me der Wahrscheinlichkeiten FA
der zugehérigen (vollsténdigen)
Pfade (2. Pfadregel).
Beispiel: S
_3.2,2.3,.1.3_
Plar)=g-5+55+t55=2 (3,2,0)
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Das rechtwinklige Dreieck

16.(a) Wie lautet der Satz des Pythagoras, wie sein
Kehrsatz?

(b) Mit welcher Formulierung kann man Satz und
Kehrsatz zusammenfassen?

(c) Wie erhédlt man allgemein aus einem mathe-
matischen Satz den Kehrsatz?

(d) Nenne einen mathematischen Satz, dessen
Kehrsatz falsch ist.

Losung

(a) Satz: Wenn ein Dreieck rechtwinklig ist, dann ist

a? 4+ b% = 2.

Kehrsatz: ~ Wenn in einem Dreieck a2 + b2 = ¢2, dann
ist das Dreieck rechtwinklig.

(b) Ein Dreieck ist
genau dann rechtwinklig,

wenn a2 + b2 = 2.

2

(¢) Man muss die Voraussetzung b a2
(wenn-Teil) und die Behaup- b &
tung (dann-Teil) ohne die Wor-
te ,wenn“ und ,,dann“ vertau-
schen.

(d) Wenn ein Viereck ein Quadrat
ist, dann hat es einen 90° Win-
kel.

2 =a?+b?

17.(a) Wie lautet der Hohensatz?

(b) Wie lautet der Kathetensatz?

Losung In einem rechtwinkligen Dreieck ABC mit der Hy-
pothenuse c gilt

(a) h? = pq und
(b) a? = cq und b = cp.

Dabei ist p der Hypothenusenabschnitt unter b und ¢ der Hy-
pothenusenabschnitt unter a.

b2
h2
b b a
p A 9 p a 94
C
h2 = pq J
b2 =cp
18. Wie héngen in einem rechtwinkligen Dreieck die Losung
Seitenverhéltnisse mit den Innenwinkeln zusam-
2 . Gegenkathete von a a
men’ sina = = — =cosf3
Hypothenuse c
Ankathete von a b .
cosa = = - =sing
Hypothenuse c
Gegenkathete von a
tana =

Ankathete von a




sin, cos und tan.

e sina = cos(90° — «)
e coso = sin(90° — «)

o (sina)?+ (cosa)? =1

sin a
COS &

e tana =

19.(a) Wie lang ist die Diagonale eines Quadrates mit Losung
der Seitenlédnge a? (a) V3a
(b) Wie lang ist die Hohe eines gleichseitigen Drei- (b) La
ecks mit der Seitenldnge a? (<) a |l 0° | 30° | 45° | 60° | 90°
i 12| B
(¢) Wie grof sind sin, cos und tan von 0°, 30°, 45°, LR L s i sl
60° und 90°7 cos 5 12 | 3 | O
tan 0 ? 1 V3 /
20. Nenne die wichtigsten Zusammenhéinge zwischen Losung




Raumgeometrie

21.

(a) Beschreibe das Aussehen des Netzes eines ge-
raden Prismas.

(b) Wie berechnet man das Volumen V', die Man-
telfliiche M und die Oberfliche S eines geraden

Losung

(a) Das Netz besteht aus zwei kongruenten n-Ecken (der
Grund- und Deckfliche) und einem Rechteck, das aus den
Rechtecken der Seitenflichen des Prismas zusammenge-
setzt ist.

Prismas?
G
h
G
(b) S=2G+ M =2G+Uh
V =Gh
22. Losung

(a) Beschreibe das Aussehen des Netzes eines ge-
raden Kreiszylinders.

(b) Wie berechnet man das Volumen V| die Man-
telfliche M und die Oberfliche S eines geraden
Kreiszylinders?

(a) Das Netz ist zusammengesetzt aus einem Rechteck, das
die Zylinderhéhe und den Zylinderumfang als Seitenlédngen
hat, sowie zwei kongruenten Kreisen, die den gleichen Um-
fang haben wie der Zylinder.

U

h M =Uh = 2rmh

(b) S=2G+ M = 2r%r + 2rhw
V = Gh = r2nh

23.

(a) Beschreibe das Aussehen des Netzes einer Py-
ramide.

(b) Wie berechnet man das Volumen V', die Man-
telfliche M und die Oberfliche S eines Pyra-
mide?

Losung

(a) Das Netz ist zusammengesetzt aus einem n-Eck (der
Grundfliche), und n Dreiecken, die die Seitenfliichen der
Pyramide bilden.




24.

(a) Beschreibe das Aussehen des Netzes eines ge-
raden Kreiskegels.

(b) Wie berechnet man das Volumen V', die Man-
telfliche M und die Oberfliche S eines geraden
Kreiskegels?

Losung

(a) Das Netz ist zusammengesetzt aus einem Kreissektor, der
die Mantellinie s als Radius und den Umfang des Zylin-
derkreises als Bogenlidnge b besitzt, sowie einem Kreis, der
den gleichen Umfang hat, wie der Zylinder.

(b) S=G+M=r?n+rsm

V = L1Gh = irimh




